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Zusammenfassung

Diese Arbeit gliedert sich in zwei Bereiche: die Stofi-Grenzschicht-Interaktion eines insta-
tiondren Stofles und die Erweiterung des numerischen Verfahrens auf beliebige Wandkon-
turen.

Die Untersuchungen der Stof3-Grenzschicht-Interaktionen erfolgen mittels einer Simu-
lation der vollstdndigen, zweidimensionalen Navier-Stokes Gleichungen einer laminaren,
ebenen Plattengrenzschicht. Die Storungsanregung wird durch einen periodisch oszillie-
renden Stofiwinkel erzielt, wobei der Stofl geméfl den Rankine-Hugoniot-Beziehungen am
Freistromrand eingeleitet wird. In den beiden Raumrichtungen kommen kompakte finite
Differenzen hoher Ordnung zur Anwendung, wobei deren Vorwérts- und Riickwértsdis-
kretisierung alternierend erfolgt. Kurzwellige numerische Oszillationen, die sich aufgrund
der starken Gradienten iiber dem Stofl aus der rdumlichen Diskretisierung ergeben, wer-
den durch einen impliziten Filter 4. Ordnung gedédmpft. Die zeitliche Integration wird
durch ein Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung berechnet. Das Strémungsfeld auflerhalb
der Grenzschicht zeigt ein deutliches Interferenzmuster der Dichtestorungen, das sich aus
den Wellen der Storanregung und deren Reflexion an der Wand ergibt. Innerhalb der
Grenzschicht konnen drei unterschiedliche Storwellen identifiziert werden. Das Abschalten
der Storanregung ermdoglicht den Nachweis von Tollmien-Schlichting-Wellen, die recht gut
mit den Erwartungen der linearen Stabilitdtstheorie iibereinstimmen.

Die Erweiterung des Verfahrens auf beliebige Wandkonturen erfolgt durch eine Trans-
formation des dquidistanten Rechengitters auf ein in der physikalischen Ebene gestreck-
tes Gitter, wofiir die Randbedingungen entsprechend angepafit werden miissen. Die Git-
tergenerierung erfolgt durch analytische Funktionen. Die Validierung zeigt Probleme am
Ausstromrand, die sich jedoch stromauf nicht auswirken. Erste physikalische Ergebnisse
werden anhand der stationédren Strémung iiber einer Kompressionsrampe gezeigt.
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Héaufig verwendete Formelzeichen

Schallgeschwindigkeit
Courant-Friedrichs-Levy Zahl
Wandschubspannung

spez. Warmekapazitdat bei konstantem Volumen
Gesamtenergie der Stromung
Referenzlénge fiir Normierung
Machzahl

Druck

Prandtl Zahl, hier Pr = 0.71

Vektor der konservativen Variablen
Waérmestromvektor

Komponenten des Warmestromvektors
Recovery-Faktor

globale Reynolds-Zahl, hier Re = 10°
lokale Reynolds-Zahl

Waurzel der Reynoldszahl

Temperatur

Sutherland-Temperatur

Zeit

Schrittweite der Zeit
Geschwindigkeitskomponente in xz-Richtung
Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung
Schrittweite in z-Richtung

Schrittweite in y-Richtung
Grenzschichtdicke

Grenzschichtdicke am Stoflauftreffpunkt
Transformierte y—Koordinate
Wirmeleitfahigkeit

dynamische Zdhigkeit

Transformierte x—Koordinate
StoBiwinkel

Dichte

Spannungen

Frequenz der Stéranregung

Indizes

Werte der ungestoérten Anstromung
transformierte Groflen

Stromungsgroflen an der Wand
StromungsgroBen vor dem einfallenden Stof3
Stromungsgrofien nach dem einfallenden Stof
dimensionsbehaftete Grofien
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Kapitel 1

Einleitung

In Uberschallstromungen ergeben sich Wechselwirkungen zwischen den auftretenden Ver-
dichtungsstoflen und der Wandgrenzschicht. Diese sind verantwortlich fiir Effekte wie z.B.
Widerstandserhohung, Ablosung oder hohen Temperatur- bzw. Wirmelasten. Bei prak-
tisch allen Stromungen, in denen zumindest lokal Uberschallstromung vorliegt, sind StoB-
Grenzschicht-Interaktionen von Bedeutung. Dies ist z.B. der Fall in Diisen, beim Wieder-
eintritt von Raumfahrzeugen oder Triebwerkseinldufen. Anhand von Abbildung 1.1, die
den Uberschallflug eines T-38 Flugzeuges bei Mach 1.1 zeigt, siecht man, daf8 die auftre-
tenden StoBe das Stromungsfeld stark beeinflussen.

Abbildung 1.1: Schlierenfotographie einer T-38 bei Mach 1.1 in 4 km Hohe (,Photo Col-
lection“, NASA Dryden Flight Research Center [21])



Die physikalischen Phidnomene der Sto-Grenzschicht-Interaktion (siehe Schlichting
[1%]) sind in Abbildung 1.2 schematisch dargestellt. Man sieht deutlich, wie sich die Grenz-
schicht durch den aufgeprigten Druck nach dem Verdichtungssto3 am Auftreffpunkt auf-
dickt. Das Anwachsen der Grenzschicht fiithrt infolge der Verddngungswirkung zu einem
Druckanstieg, was ein weiteres Anwachsen der Grenzschicht zur Folge hat. Bei einer hin-
reichenden Stofstéirke fithrt diese Wechselwirkung schliellich zur Ablésung. Durch die
Umlenkung der Stromung am Stofl nimmt die Grenzschichtdicke nach dem Auftreffpunkt
wieder ab, was dort zu einem Expansionsficher fithrt. Ab dem Bereich des Wiederanle-
gepunktes wéchst die Grenzschicht wieder an. Die dadurch verursachte Umlenkung der
Stromung bewirkt Kompressionswellen, die wie am Ablosepunkt weiter auflerhalb zu ei-
nem Verdichtungsstofl zusammenlaufen. Charakteristisch ist eine Plateauzone im Wand-
druckverlauf zwischen Ablésepunkt A und Wiederanlegepunkt W' (siehe Abbildung 1.3).
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Abbildung 1.2: Schema der physikalischen Phéanomene der Stof3-Grenzschicht-Interaktion
(,Fiihrer durch die Stromungslehre“ [16])

Abbildung 1.4 zeigt die physikalischen Phinomene bei einer Uberschallstromung iiber
einer Kompressionsrampe. Um den Knick herum bildet sich eine Abloseblase. Aufgrund
der Verdrangungswirkung fiihrt dies zu einer Kompression. Die Umlenkung im Bereich
des Wiederanlegepunktes erfolgt durch eine weitere Verdichtung. Auch hier stellt sich bei
einem geniigend grofien Rampenwinkel der charakteristische Plateauverlauf im Wanddruck
gem#fl Abbildung 1.3 ein.

Die Stofle entstehen an einem Flugkorper, wie er in Abbildung 1.1 zu sehen ist, durch
eine Umlenkung der Stromung. Insbesondere im Bereich des Lufteinlaufs treffen Verdich-
tungsstoBe auf die Wandgrenzschicht. Aufgrund von Stérungen im Flug, wie z.B. einem
nicht konstanten Anstellwinkel, kann sich ein variabler Stowinkel ergeben. Die Auswir-
kungen eines auf die Wandgrenzschicht auftreffenden oszillierenden Stofles werden in Ab-
schnitt 4.1 untersucht. Die Untersuchung der Stoflentstehung erfordert eine Erweiterung



des bisherigen Verfahrens (beschrieben in Abschnitt 4.2). Als Beispiel einer beliebigen
Wandgeometrie wird die Stromung iiber einer Kompressionsrampe betrachtet.
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Abbildung 1.3: Schematischer Verlauf des Wanddrucks iiber einer Lauflinge x bei Stof3-

Grenzschicht-Interaktionen mit Ablosung. A bezeichnet hierbei den Ablosepunkt, W den
Wiederanlegepunkt.(nach Schlichting [1%])

Wiederanlegestol

Abldsestol

A Abltseblase W

Abbildung 1.4: Schema der physikalischen Ph&nomene an einer Kompressionsrampe A
bezeichnet hierbei den Ablésepunkt, W den Wiederanlegepunkt.



Kapitel 2

Verwendete Gleichungen

2.1 Normierung

Léngen werden mit der Referenzléinge L, und Geschwindigkeiten mit der Anstromge-
schwindigkeit U* o, normiert. Die Zeit t*, die Warmekapazitét ¢, und der Druck p* werden
folgendermaflen normiert:

t* Uk
t = ——— 2.1
7 (2.1)
G = L_ee (2.2)
Uz,
p*
p = —t— (2.3)
P* UL’

Der obere Index ,,*“ kennzeichnet hierbei dimensionsbehaftete Grofien, die Anstrémgrofien
werden mit dem Index ,,00“ markiert. Die weiteren Gréflen Dichte p, Temperatur 1" und
Viskositdt p werden mit den jeweiligen Anstromwerten poo, Too bzW. pioo normiert. Die
Normierung der Storfrequenz erfolgt gemaf:

27 - wo* - L*
— - 2.4
Y~ UL Re (24)

2.2 Allgemeine Gleichungen

Das Verfahren von Eifiler [»] baut auf den Navier-Stokes-Gleichungen fiir instationére
und kompressible Stromungen auf. Verwendet wurde das vereinfachte zweidimensionale
Verfahren, dieses hat sich sowohl ohne als auch mit StéBen sehr gut bewéhrt (Pagella
[14]).

Das stromende Fluid wird als thermisch ideales Gas mittels der thermischen Zustands-
gleichung modelliert:
_pKk M a?,

p

Die Gleichungen werden in konservativer Form notiert. Damit ergibt sich der Vektor

der konservativen Variablen Q zu:

T (2.5)

Q = (p, pu, pv, B)" (2.6)



Wie iiblicherweise notiert, ist p die Dichte, u bzw. v sind die Geschwindigkeitskompo-
nenten in x- bzw. y-Richtung und E bezeichnet die Energie, welche sich durch Integration
tiber den gesamten Temperaturbereich geméf Gl. 2.7 berechnet.

—p/ dT—I— (u? + v?) (2.7)

Hierbei bezeichnen T die Temperatur und ¢, die Warmekapazitéit bei konstantem Volu-
men.

Aus der Kontinuitdtsgleichung, aus den Impulserhaltungsgleichungen in x- und y-
Richtung sowie aus der Energiegleichung ergibt sich in vektorieller Schreibweise:

0Q OF 0G
—+——4+—=0 2.8
at “ar oy (2:8)
mit
pu
2 —
F— puU” + P — Tag (29)
PUV — Tgy
U(E +p) +Qr — UTgy — VTay
und
pU
G= pUY = Tay (2.10)
PV D — Tyy
V(E +p) + qy — uTgy — UTyy
Die Normalspannungen lauten hierbei:
w (40u 2 31})
S e (st i 2.11
Toz Re <3 or 30y ( )
uw (40v 2 8u)
- (2 _ 272 2.12
vy Re <3 oy 30x ( )
und die Schubspannung ergibt sich geméf:
uw [ Ou 611)
=— =+ = 2.13
Y T Re <8y + Or ( )
Der Warmestromvektor setzt sich aus den Warmestromen in x- und y-Richtung zusammen:
a=(qq)" (2.14)
Dessen Komponenten berechnen sich zu:
0, oT
= — — 2.15
o (k — 1)ReProoMa2, Ox (2.15)
9 aT
@ = - = (2.16)

(k — 1)ReProo Ma2, Oy
Dabei bezeichnen p die dynamische Zahigkeit und 9 die Warmeleitfahigkeit, welche pro-
portional zu p sei.

Die Berechnung der Stofftransportgrofien p und 9 erfolgt unter Annahme einer kon-
stanten Prandtlzahl (hier: Pr = 0.71) durch das Sutherland-Gesetz [9]:

o ( T )3/2T00+T5
foo  \Tno T+T,’

Falls die Anstromtemperatur kleiner als die Sutherland-Temperatur ist, wird linear inter-
poliert.

T, = 110.4K (2.17)



2.3 Kennzahlen

Dimensionslose Beiwerte beschreiben die Ahnlichkeit der Stromung und sind wichtige

Groflen bei Vergleichen mit realen Experimenten. Eine wichtige Grofle ist die globale

Reynolszahl, die mit der charakteristischen Lénge L gebildet wird und hier stets Re = 10°

sein soll.

_ PooUso L
Moo

Uber die Lauflinge x entlang der Platte 148t sich eine lokale Reynoldszahl Re, definieren:

Re (2.18)

o pocUscw L
Moo

Re, = zRe (2.19)

Zum Zwecke der Anschaulichkeit wird des weiteren die x-Koordinate mit der Wurzel
der Reynoldzahl, die in der kompressiblen, linearen Stabilitdtstheorie hdufig verwendet
wird, folgendermaflen normiert:

R, = VzRe (2.20)

Die Bedeutung liegt zum einen darin, dafl die Grenzschichtdicke dg9 der ungestorten lami-
naren Stromung ohne einfallendem Stof3 {iber der ebenen Platte gemé&fl der Grenzschicht-
theorie (Schlichting [1X]) linear iiber R, anwichst. Des weiteren ist R, die dimensionslose
Koordinate in Strémungsrichtung, die bei spéter benotigte Vergleichsrechnungen zur li-
nearen Stabilitdtstheorie verwendet wird.

10



Kapitel 3

Numerisches Verfahren

3.1 Diskretisierung in x-Richtung

Die Diskretisierung in z—Richtung erfolgt geméf Eiler [5] an N + 1 #quidistanten Stiitz-
stellen. Fiir den Ort x gilt somit:

r=24+nAz, n=0,1,..,N (3.1)

wobei z’ hier der Ort des Beginns der Rechnung sei, und Ax die Schrittweite.

Die ersten Ableitungen werden gemifl Gottlieb und Turkel [/] mit gesplitteten, kom-
pakten Finiten Differenzen gebildet, wobei Vorwirts- und Riickwirtsdifferenzen alternie-
rend verwendet werden. Sie lauten als Vorwértsdifferenz:

0Pk n—1,+ Okm+ | OPkmi1y 23
5 o + 13 o +5 O = 276Ax( 800k.n—1 — 102¢y, 5, +
+ 1680k nt+1 + 14dk nt2) (3.2)
bzw. als Riickwértsdifferenz:
a¢k n—1,— 8¢kn— a¢k n+1,— 23
3 ) 1 bbd) ) ? — —14 _9 — 1 —
5783: +13 o T 5 5 276A:c( Orn—2 — 1680k n_1 +
+ 102¢p, + 80dk nt1) (3.3)

Am Einstromrand und einen Gitterpunkt davon entfernt kommen einseitige Differenzen
zur Anwendung, die folgendermaflen definiert sind:

0br.0

9~ 2Aw (=3¢k,0 + 4dK1 — d12) (3.4)
0dr0 0o 0dr 2 15
) ) ? — _4 J—
ox +8 oz +6 oz 180Ax( 30k0 = 800k1 +

+ 108¢k2 + 163 — d.4) (3.5)
Am Ausstromrand verwenden wir zentrale Differenzen 2. Ordnung:

0 _ 1
qb;;;v - = 2Ax(_¢k’N’2 + dp.N)- (3.6)

Das aus den Gleichungen (3.2), (3.3) und (3.5) resultierende tridiagonale Gleichungssy-
stem wird durch den Thomas-Algorithmus gelost. Zweite Ableitungen ergeben sich durch
nochmaliges Ableiten der ersten Ableitung.

11



Finite Differenzen haben die Eigenschaften, bei grolen Gradienten, wie sie insbesondere
bei StoBen auftreten, numerische Oszillationen zu erzeugen. Diese kénnen im schlimmsten
Fall zeitlich anwachsen und dadurch das Verfahren zum Absturz bringen. Um diese Os-
zillationen zu ddmpfen wurde bereits in einer fritheren Arbeit [15] ein Filter 4. Ordnung
nach Lele [17] implementiert.

Krause [11] hat in seiner Arbeit den Einfluf§ dieses Filters eingehend untersucht und
festgestellt, dafl bereits bei einer relativ schwachen Démpfung die numerischen Oszillatio-
nen ausreichend geddmpft werden, ohne Ergebnisse zu verfilschen.

3.2 Diskretisierung in y-Richtung

Die Diskretisierung des Integrationsgebiet in y—Richtung erfolgt analog zu der Diskretisie-
rung in z—Richtung an M + 1 dquidistanten Stiitzstellen. Im Unterschied zur x—Richtung
ist der untere Rand des Rechengebietes durch die Wand definiert, so daf fiir die y—Koorinate
gilt:

y=m Ay, m=0,1,...M (3.7)

mit Ay als der Schrittweite in y—Richtung.

Bei der Diskretisierung in y—Richtung unterscheiden wir zwischen konvektiven und
viskosen Termen (Tereme zweiter Ableitung). Bei viskosen Termen kommen zentrale Dif-
ferenzen 4. Ordnung zur Anwendung:

0dk.m 1
(g’;’ = m(¢k7m,2 — 8¢k,m71 + 8¢k,m+1 - ¢k,m+2) (38)

Die notwendigen zweiten Ableitungen berechnen sich durch nochmaliges Differenzieren der
ersten Ableitungen, wie dies bei der Diskretisierung in x—Richtung der Fall ist.

Die Diskretisierung konvektiver Terme erfolgt durch einseitige Differenzen gemafl Gott-
lieb und Turkel [/], wobei wie bei der Diskretisierung in z—Richtung abwechselnd Vorwérts-
und Riickwértsdifferenzen verwendet werden. Die Vorwértsdifferenz lautet:

0Dk m 1
¢g’y + = 6Ay(—7¢k,m + 8¢km+1 — Okym+2) (3.9)
und die Riickwartsdifferenz ist definiert durch:
0Dk . — 1
P (Bhun-a — SOt + i) (3.10)

Am wandnéchsten Punkt sind die Gleichungen (3.8) bis (3.10) nicht anwendbar, des-
halb gilt hier fiir disipative Terme GI. (3.11) und fiir konvektive Terme Gl. (3.12).

Or 1 1
e —12¢k0 — 120¢y,2 — 2004 — 11
dy 60ay 120k — 65081 + 12002 — 600k + 20044 — 3d5)  (3.11)
Ok 1 (—=3bk0 — 3bk1 + 100k 2 — 5dk 3 + Pr.a) (3.12)
ay GAy ’ ’ ) ) y

Am Freistromrand wird an den Gitterpunkten m = M — 1 eine zentrale Differenz 2.

Ordnung angewandt:
Obr, -1 1

= — _ 3.13
By 2Ay( Gk, M—2 + kM) (3.13)
an der Stelle m = M kommt eine einseitige Differenz 2. Ordnung zur Anwendung;:
Obr,m 1
= o —4odp—1+3 3.14
ay 2Ay(¢k,M o —4dn—1 + 3km) (3.14)

12



Allerdings bildet man hierbei die Ableitungen nicht an x = const. sondern entlang der
Charakteristik Ct = g—gy” (siehe Abschnitt 3.6.1).

Die Approximation der y—Ableitung an der Wand (m = 0) erfolgt durch eine einseitige
Differenz, wobei diese nur fiir die Berechnung des Druckes benétigt wird.

Opro _ 1
0y 60Ay

(=137pr,0 — 300pk,1 + 300pg,2 — 200pk 3 + T5pr.4 — 12py5) (3.15)

3.3 Zeitdiskretisierung

Die Zeitdiskretisierung erfolgt vergleichbar der rdumlichen Diskretisierung in dquidistanten
Zeitschritten. Hierbei gilt:
t=1-At (3.16)
mit dem Zeitschritt [ > 0 und der Schrittweite At.
Die zeitliche Integration erfolgt mittels des Runge-Kutta Verfahrens 4. Ordnung (Klo-

ker [10]). Die rdumlichen Ableitungen des Gleichungssystems (2.8) werden zu
IF(Q)  0G(Q))
—-R= 3.17
oz + oy ( )

zusammengefafit. Hierbei stellt Q den Vektor der konservativen Stromungsgrofien, die zu
berechnen sind, dar. Die zeitliche Integration ergibt sich damit mit Hilfe des Runge-Kutta
Verfahrens 4. Ordnung zu:

141" 1
Q2 = QL+ SOt Ry (3.18)
1+1 1 141
k+2 = Ql + §At RJEH (3.19)
1+1*  _ Al +3
Kk = QtAtR 2 (3.20)
1 1 141" 1 141 1 "
1+1 1 1 1+1
K= QA QR R H SR R ) (321

Wie bereits in den Abschnitten 3.1 und 3.2 erwihnt, kommen bei der x— und der
y—Diskretisierung alternierende Differenzen zum Einsatz. Bei jedem Runge-Kutta Teil-
schritt wechselt die Diskretisierungsrichtung, d.h. auf eine vorwiértsgerichtete Differenz
folgt eine riickwértsgerichtete bzw. umgekehrt.

3.4 'Wahl der Schrittweiten

Mittels der Courant-Friedrichs-Levy-Zahl (kurz CFL-Zahl) 148t sich der Zeitschritt in
Abhéngigkeit der Schrittweiten in z— und y—Richtung abschitzen. Die CFL-Zahl stellt
ein Ma# fiir die numerische Stabilitéit hyperbolischer Differentialgleichungen dar und sollte
deutlich unter 1 liegen. Nach Adams [1] ist sie folgendermafien definiert:

CFL = At x Spaz (3.22)
mit
1
lu| + Ma  |v| + Ma\? 1 1 2
wobei das Maximum iiber alle Gitterpunkte zu ermitteln ist:
K K
d = . 3.24
maz = TG (Re p’ (k—1) Ma2 Pr Re p) (3:24)

13



3.5 Integrationsgebiet

y’l

Integrationsgebiet

5 5
10 x’: Re = x’+10 x’’

Re
X

Abbildung 3.1: Integrationsgebiet

Abbildung 3.1 zeigt das verwendete Integrationsgebiet. In x—Richtung beginnt die
Rechnung an der vorzugebenden Stelle z’. Die Endkoorinate z” ergibt sich aus der Linge
des Rechengebietes und damit aus der Anzahl der Gitterpunkte in z—Richtung und
der Gitterschrittweite Az. Die Hohe des Integrationsgebietes y” ergibt sich analog zur
x—Richtung durch die Anzahl der Gitterpunkte in y—Richtung und die Schrittweite Ay.

3.6 Randbedingungen

3.6.1 Oberer Rand

Beim oberen Rand wird davon ausgegangen, er sei ein Freistromrand, d.h. daf} er hinrei-
chend weit von der Grenzschichtstromung entfernt ist, so dafl von einer Potentialstrémung
ausgegangen werden kann. Dabei hat sich die charakteristische Randbedingung nach Har-
ris [] bewéhrt, die von Eifiler [5] in das Verfahren implementiert wurde. Hierbei werden
die Stromungsgréfien entlang der Charakteristiken konstant gesetzt.

Um die Reflektion von aus dem Integrationsgebiet auf den Freistromrand zulaufenden
Wellen zu verhindern, wird die ausfallende Charakteristik C* betrachtet (Abbildung 3.2).
Diese definiert sich zu:

(%)Jr = tan(fB + ) (3.25)
mit der Strémungsrichtung
a = arctan (Z) (3.26)
und dem Mach’schen Winkel relativ zur Stromungsrichtung
B = arcsin (1) (3.27)
Ma

14
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Abbildung 3.3: Implementierung der charakteristischen Randbedingung

GemifB Eiller [b] betrégt der Grad der Reflexion bei der charakteristischen Randbe-
dingung ca. 4%. Die Randbedingung wurde dabei folgendermaflen implementiert:

Aufgabe der Randbedingung am Freistromrand ist es, die Stromungsgrofien geméafl Ab-
bildung 3.3 am Punkt P am oberen Rand zu berechnen. Hierzu wird zuerst der Mach’sche
Winkel 5 und die Stromungsrichtung « bestimmt (siehe Abbildung 3.2). Ausgehend vom
Punkt P 14t sich mit der Summe beider Winkel eine Gerade bilden, die die Gitterlinien
einen bzw. zwei Gitterpunkte vom oberen Rand entfernt in den Punkten @) bzw. R schnei-
det. Die Stromungsgréfien an den Punkten () und R werden anschlieBend durch lineare
Interpolation zwischen den in z—Richtung links und rechts benachbarten Gitterpunkten
berechnet.
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Die Stromungsgrofien am Punkt P ergeben sich nun mittels einer einseitigen Differenz
2. Ordnung, wobei wie bereits oben erwihnt, die Ableitung entlang der Charakteristik C™
null sein soll:

0 1
s = ga(on— 160+ 30r) (3.29)
% ~ 0 (3.29)
Dies ergibt schlieBlich:
1
op = §(4¢Q — ¢R) (3.30)

3.6.2 Einstrom- und Ausstromrand

Am Einstromrand werden die Stromungsgroffen durch einen bereits vorhandenen Grenz-
schichtléser vorgegeben. Dieser berechnet die Stromungsgréfien unter Vorgabe von Prandtl-
zahl, Anstréommachzahl und -temperatur aus den kompressiblen Grenzschichtgleichungen
[1%] mittels eines Schiefverfahrens, d.h. man mufl Eingabeparameter wie z.B. die Grenz-
schichtdicke solange variieren, bis sich eine konvergierende Losung einstellt.

Die Losung ist gegeniiber der lokalen Reynoldszahl R, normiert und wird mittels ei-
ner Streckung an die tatséchliche Reynoldszahl angepafit. Die Stromungsgréfien an den
diskreten Punkten berechnen sich durch eine quadratische Interpolation von der Ahnlich-
keitskoordinate i auf den Wandabstand y. Die Ahnlichkeitskoordinate in wandnormaler

Richtung ist definiert als:
Re
=y — 3.31
1=y 5 (3.31)

T

Um numerische Instabilitdten zu vermeiden, vernachléssigen wir am Ausstromrand die
zweiten Ableitungen in z—Richtung. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in Bestek

1]

3.6.3 Wand

An der Wand gilt die Haftbedingung. Dies bedeutet, daf3 die Geschwindigkeitskomponen-
ten in z— und y—Richtung gleich null sind:

u=v=0 (3.32)

Fiir die Temperatur an der Wand bestehen zwei Moglichkeiten der Randbedingung: Die
erste ist eine konstante Wandtemperatur 7,,. Fiir die ebene wirmeisolierte Wand ergibt
sich fiir die Wandtemperatur:

TW k—1

2
@:14-7" B Maoo

(3.33)

hierbei bezeichnet r den sogenanten Recovery-Faktor, dieser ergiebt sich in guter Ndherung
Zu:

r=+vPr (3.34)

Im anderen Fall berechnet sich die Wandtemperatur aus der Bedingung einer adiabaten

Wand aus:
oT B

3 = O (3.35)
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Der Wanddruck wird aus der v—Impulsgleichung berechnet. Dabei wird die y— Ableitung
des Druckes durch Gleichung (3.15) ersetzt und anschlieflend nach p,, aufgeldst. Die Dichte
ergibt sich aus der thermischen Zustandsgleichung;:

p

= = (3.36)

P

Die Eneregie berechnet sich entsprechend Gleichung (2.7).

3.7 Anfangs- und Stofirandbedingungen

3.7.1 Anfangsbedingungen

Zu Beginn der Rechnung wird fiir das gesamte Integrationsgebiet eine laminare Grund-
stromung vorgegeben. Dies geschieht dadurch, daf die iiber R, skalierten Strémungsgrofien
des Grenzschichtlosers (siehe Abschnitt 3.6.2) auf das gesamte Integrationsgebiet iibertra-
gen werden. Alternativ konnen auch Ergebnisse einer vorherigen Rechnung zur Anwendung
kommen, d.h. dafl die Stromungsgroflen des letzten Zeitschritts vorgegeben werden.

3.7.2 Stofirandbedingung

Der Stoff wird als Anfangsbedingung in den Freistromrand eingebracht. Da allerdings
die charakteristische Randbedingung eine ungestorte Potentialstromung voraussetzt (siehe
Abschnitt 3.6.2), welche bei Vorhandensein eines StoBes natiirlich nicht gegeben ist, ist es
notwendig, die Randbedingung am Freistromrand aufzuteilen. In einem geniigend groflen
Bereich (ca. 10 Gitterpunkte) vor dem Einleiten des Stofles werden am oberen Rand die
Stromungsgrofien der ungestérten Anstromung des aktuellen Zeitschritts verwendet. Auf
ein ebenso grofies Intervall nach dem Stof} definieren sich die Stromungsgréfien aus den
Rankine-Hugoniot Beziehungen [711]. Dabei ist zu beachten, dafl keine Stérwellen in diesen
Bereich des oberen Randes laufen sollten, da diese sonst reflektiert werden und somit das
Ergebnis verfilschen.

Abbildung 3.4: Implementierung der Rankine-Hugoniot Beziehungen
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Um die Rankine-Hugoniot Beziehungen anwenden zu kénnen, miissen die Anstrém-
geschwindigkeiten in ein Koordinatensystem normal und tangential zum Stofl gemé&f3 Glei-
chungen (3.37) und (3.38) transformiert werden (siche Abbildung 3.4).

upr = up sin(o) + v cos(o) (3.37)

v = uy cos(o) —wvy sin(o) 3.38)

Nach Berechnen der Gréflen nach dem Stofl werden diese wieder in das urspriingliche = —y
Koordinatensystem zuriick transformiert.

Entsprechend den Rankine-Hugoniot Beziehungen [20] gelten folgende Gleichungen,
wobei der Index ,,1“ den Zustand vor und der Zustand ,,2“ den Zustand nach dem Stof3
bezeichnet:

V2 = U1 (3.39)
Un1 P2 2 1 )] -1
Und P2 _ 1y L 3.40
Un2 p1 { k+1 ( Ma? sinZo ( )
D2 2 . k—1

o = i (/ﬁj Ma? sin*o — 5 ) (3.41)
T

2 _ kA (3.42)
T p1o P2

3.7.3 Instationire Stoflrandbedingung

Ziel dieser Arbeit ist es, den Einfluf} eines oszillierenden Stofles auf eine zweidimensionale
Stromung und die daraus resultierenden Stofl-Grenzschicht Wechselwirkungen zu untersu-
chen. Krause [! 1] verwendete hierfiir eine Dreiecksfunktion an, um die Position des Stofes
am oberen Rand zu variieren. Dies fiihrte jedoch zu dem Problem, daf aufgrund der end-
lichen Gitterschrittweite der zeitliche Verlauf der StofSposition sprunghaft erfolgte, was zu
einer starken Emission von Storwellen numerischer Herkunft fithrte. Um dies zu vermei-
den wird hier die Position des Stofles am oberen Rand festgehalten und stattdessen der
StoBlwinkel variiert. Die Oszillation des StofSwinkels wird durch eine Sinusschwingung um
den Nominalwert og erzielt:

o4 =00+ Ao sin(w-t) (3.43)

mit der Amplitude Ac und der Frequenz w. Der Vorteil dieser Art der Stofioszillation ist
der glatte Verlauf im Gegensatz zu der sprunghaften Positionsdnderung bei Krause [11].
Der zeitliche Verlauf ist beispielhaft in Abbildung 3.5 dargestellt.
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Abbildung 3.5: Zeitlicher Verlauf des Stolwinkels bei einer Amplitude von Ao = 0.5° und
einem nominalen Stowinkel von oy = 14°

Der sich ergebende zeitliche Verlauf des StoBwinkels wird dann in die Rankine-Hugoniot
Beziehungen, Gleichungen (3.39) bis (3.42), eingesetzt. Die so eingeleitete Stérung fiihrt
weniger zu einer Variation der Lage des Stofles in der o — y—Ebene als vielmehr zu einer
Oszillation der Stromungsgréfien nach dem Stof.
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Kapitel 4

Ergebnisse

4.1 Ergebnisse der Storrechnung

Betrachtet wird eine Stromung mit der Anstrommachzahl von Ma., = 4.8, der globalen
Reynoldszahl Re = 10°, einer konstanten Wandtemperatur von T, = 55.4K und einem
nominalen Stofwinkel von oy = 14°. Im reibungsfreien Fall wiirde der Stofl an der Stel-
le R, = 1389 auf die Wand treffen. Wie bereits in Abschnitt 3.7.3 erwdhnt, wird die
Storung in Form eines oszillierenden Stoiwinkels eingebracht. Die dimensionslose Storfre-
quenz wurde dabei zu wy = 10 gew#hlt.

4.1.1 Instationire Stofirandbedingung

Die Oszillation des StoBwinkels fithrt vor allem zu einer Variation der Gréflen nach dem
Stofl geméB den Gleichungen (3.39) bis (3.42). Eine merkliche Verzerrung der StoBgeome-
trie ist bei den betrachteten Amplituden von 0.25° und 0.5° nicht erkennbar. Abbildung
4.1 zeigt Momentanbilder der Abweichung der Dichte von der Grundstromung bei einer
Amplitude von 0.5°. Deutlich erkennbar sind die entlang des Stofles nach unten laufen-
den Storwellen, die ihren Ursprung am oberen Rand entsprechend den Rankine-Hugoniot
Beziehungen haben. Diese laufen bis zur Wand und werden dort reflektiert. Aus den Stof3-
wellen selbst und deren Reflexionen an der Wand ergibt sich stromabwiérts des reflektierten
StoBes ein Interfernzmuster. In einem stationéiren Bereich vor dem Auftreffen des Verdich-
tungsstofles auf die Grenzschicht zeigt sich im Vergleich zur ungestérten Stréomung eine
leicht geringere Dichte.

Abbildung 4.2 zeigt vergleichend die stationiren und die gemittelten instationéren
Werte der Temperatur, der Dichte und des Druckes bei einer Amplitude von Ao = 0.5°.
Bei allen drei Stromungsgrofien liegen die stationdren und die instationdren Konturlinien
nahe beieinander. Auffallend ist, daB die Anderung dieser StrémungsgroBen im gemittel-
ten instationédren Fall weiter stromauf liegt, als dies bei der Grundstréomung der Fall ist.
Grofle Abweichungen ergeben sich erst mit zunehmender Lauflinge, insbesondere die Tem-
peratur und der Druck weisen in der N#he des rechten Randes erhebliche Abweichungen
auf. Eine mogliche Erkldrung hierfiir kann der Einflul des rechten Randes sein. Ein &hn-
liches Bild zeigt sich auch bei den Geschwindigkeitskomponenten in x— und y—Richtung,
wie aus Abbildung 4.3 ersichtlich ist. Betrachtet man die Geschwindigkeitskomponente
in y—Richtung, so sieht man nahe der Wand in einem 1400 < R, < 1600 eine deutliche
Schwankung im Vergleich zu der Grundstrémung.
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Abbildung 4.1: Momentanbilder der Dichtestérung bei einer Amplitude von Ao = 0.5°
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Abbildung 4.2: Vergleich der stationéiren (durchgezogene Linien) mit den gemittelten in-
stationdren Stromungsgrofien (gestrichelte Linien) bei einer Amplitude von Ao = 0.5°
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Abbildung 4.3: Vergleich der stationfiren (durchgezogene Linien) mit den gemittelten in-
stationédren Geschwindigkeitskomponenten (gestrichelte Linien) in z— und y—Richtung
bei einer Amplitude von Ao = 0, 5°

Der Vergleich der zeitlich gemittelten Werte der Wandschubspannung mit den stati-
ondren Werten (Abbildung 4.4) zeigt, dafl die gemittelte Linge der Abloseblase sich nicht
wesentlich &ndert, aber leicht nach vorne verschoben ist. Auch innerhalb der Abléseblase
ergibt sich ein nahezu identischer c¢y—Verlauf, was darauf hindeutet, daf sich die Geome-
trie der Abloseblase im zeitlichen Mittel nicht wesentlich dndert. Im Bereich R, > 1600
ergibt sich ein deutliches Anwachsen der Wandschubspannung, welches allerdings durch
den rechten Rand wieder reduziert wird.
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Abbildung 4.4: Stationdrer und gemittelter instationédrer Verlauf der Wandschubspannung
bei einer Amplitude von Ao = 0, 5°

4.1.1.1 Amplitudenvergleich

Um die Auswirkungen der Stéramplitude abschéitzen zu kénnen, wird die erste harmoni-
sche Frequenz aus der zeitlichen Fouriertransformation iiber der letzten Storperiode einmal
bei einer kleinen Amplitude von 0.25° und einmal bei einer groflen Amplitude von 0.5°
betrachtet. Die Abbildungen 4.5 und 4.6, in denen die maximale Amplituden dargestellt
sind, zeigen, dafl die Grole der Stéramplitude nur Einflufl auf die GroBlenornung hat, der
prinzipielle Amplitudenverlauf iiber der Lauflinge &ndert sich hierbei nicht.

Des weiteren ist in diesen Diagrammen der Verlauf der Wandschubspannung der Grund-
stromung eingetragen. Die Position des starken Anwachsens der Amplituden héingt natiirlich
direkt mit der Position des Stofles am oberen Rand zusammen. Ein weiteres leichtes An-
wachsen der Amplituden ergibt sich kurz vor dem Aufteffpunkt des Stofles bei R, ~ 1350.

24



max. Amplitude

- —0.001
107 g A

B ~ "< 0.0008
107 .

B —0.0006
10°E ]

e - 0.0004
107 ] pr
10°F - 0.0002
10° = - : 0

= e R
- // S Ma_=4.8 .
107k lrr[/, ¢ =14°10.25° ]
N —-0.0002
10-8 _\ MI ”M L "l:'\ oo vy vy b 1
1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700
X

Abbildung 4.5: Maximale Amplituden der ersten harmonischen Frequenz bei einer Stéram-
plitude von Ac = 0.25°
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Abbildung 4.6: Maximale Amplituden der ersten harmonischen Frequenz bei einer Stéram-
plitude von Ao = 0.5°
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In den Abbildungen 4.5 und 4.6 sieht man, dafl das Verhiltnis der maximalen Am-
plituden der einzelnen Stromungsgréflen zueinander der Reihenfolge entspricht, wie sie
sich laut Eifller [5] und Pagella [15] auch bei einer Stéranregung durch Einblasen an der
Wand ergeben: die grofite Amplitude weist die Temperatur auf, gefolgt von der Dichte.
Die Geschwindigkeitskomponente in y—Richtung weist bei der ersten Harmonischen eine
groffere Amplitude als die in x—Richtung auf. Die geringsten Stérungen ergeben sich beim
Druck. Dies liegt auch am Wert des Anstromdrucks, der einen vergleichsweise geringen
Zahlenwert aufweist. Eine Ausnahme dieser Reihenfolge findet man im Bereich zwischen
dem Ablésepunkt (c¢y = 0) und dem Auftreffpunkt des Stofies, hier weist die Geschwin-
digkeitskomponente in y—Richtung zahlenméfig die kleinste Amplitude auf, wéchst dann
aber beim Auftreffpunkt des Stofles nochmals um ca. eine Zehnerpotenz an.

]
p max

Abbildung 4.7: Maximale Amplituden der ersten 4 harmonischen Frequenzen der Dich-
testorungen bei einer Stéramplitude von Ag = 0.5°

Betrachtet man die héherharmonischen Amplituden einer Stromungsgrofie, so sieht
man, dafl zwar hauptsichlich die Grundfrequenz, aber auch hoherharmonische Frequenzen
angeregt werden, wie beispielhaft anhand der Dichte in Abbildung 4.7 erkennbar ist. Die
hoherharmonischen Frequenzen weisen einen dhnlichen Verlauf wie die Grundfrequenz auf.
Ab einer Stelle von R, ~ 1520 werden die Dichtestorungen leicht gedampft. Die Verldufe
der hoherharmonischen maximalen Amplituden aller Stromungsgrofien sind im Anhang A
zu finden.

Aufgrund der bei unterschiedlichen Amplituden qualitativ dhnlichen Ergebnisse wird
im folgenden nur eine Amplitude von Ac = 0.5° betrachtet.
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4.1.1.2 Charakteristiken

Um die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Stérungen abschitzen zu koénnen, wird die
Dichtestérung, d.h. die Differenz aus der aktuellen Dichte und der Dichte der Grund-
stromung, in einem x — t—Diagramm bei konstantem Wandabstand dargestellt. Um dar-
aus die Ausbreitungsgeschwindigkeiten zu ermitteln, miissen die normierten Werte in di-
mensionsbehafteten Grofien transformiert werden. Betrachtet werden die Charakteristiken
sowohl innerhalb der Grenzschicht (y = 0.28-d5,) als auch auflerhalb (y = 1.4-d,,), wobei
sich die Grenzschichtdicke am Auftreffpunkt des Stofles zu ds, = 0.179 ergibt.
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Abbildung 4.8: x-t Diagramm im Wandabstand von 0.28 - d4,

Aus dem x —t—Diagramm 4.8 lassen sich fiir die Stérungen innerhalb der Grenzschicht
drei Geschwindigkeiten (A, B, C) identifizieren. Die Stérung A verlduft stromauf, die bei-
den Storungen B und C laufen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten stromab. Hierbei
wurden grafisch folgende Werte fiir die Storgeschwindigkeiten ermittelt:

A: ¢~ 5072
B: ¢~ 4407%
C: ¢~ 2607

Der gemittelte Betrag der Strémungsgeschwindigkeiten betrégt ca. 140 *, die Schallge-
schwindigkeit weist einen Wert von ca. 330 “* auf. Die theoretische Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten von Storungen betragen somit:

vg = U=xa (4.1)
= 140 Z £330 2
s s
_ 470 = Oy U+a
N -190 2 Cy :U-a



Unter Beriicksichtigung der Ablesegenauigkeiten entsprechen die Charakteristiken A der
Geschwindigkeit U —a und B der Geschwindigkeit U + a. Die Charakteristik C entspricht
ungefihr der Schallgeschwindigkeit. Auch Krause [11] konnte diese drei Ausbreitungsge-
schwindigkeiten identifizieren. Allgemein ist festzustellen, dafl diese Methode aufgrund der
geringen Ablesegenauigkeit im Prinzip nur eine qualitative Aussage zulifit.

Abbildung 4.9 zeigt das z — t—Diagramm auflerhalb der Grenzschicht in einem Wand-
abstand von 1.4 - §4,. Hier lieBen sich zwei Stérgeschwindigkeiten D und E identifizieren,
von denen eine stromauf verlduft. Anhand der dortigen gemittelten Strémungsgréfien er-
geben sich fiir den Betrag der Strémungsgeschwindigkeit ein Wert von ca. 700 ** und fiir
die Schallgeschwindigkeit ein Wert von ca. 160 .
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Abbildung 4.9: x-t Diagramm im Wandabstand von 1.4 - §4,

Aus der Abbildung 4.9 ergibt die graphische Auswertung folgende Ausbreitungsge-
schwindigkeiten:

D: ¢
E:

—20
290

@)
Q
@33

Aus Gleichung (4.1) ergeben sich die charakteristischen Geschwindigkeiten zu:

) 80 ™  Cp :U+a
“st_{540 m C+:U—a} (4.2)

s

vl

Die grofien Differenzen zu den theoretischen Werten bedeuten, daf} sich die Stérungen au-
Berhalb der Grenzschicht nicht mit den charakteristischen Geschwindigkeiten ausbreiten.
Im Hinblick auf die Ablesegenauigkeit kann man davon ausgehen, dafl die Storgeschwin-
digkeit D auch zu null werden kann. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit E entspriche bei
einer entsprechenden Fehlertoleranz am ehesten der Schallgeschwindigkeit.
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4.1.2 Instabilititswellen

Zweidimensionale Instabilitétswellen sind unter Anderem fiir den laminar-turbulenten Um-
schlag in der Grenzschicht verantwortlich. Allerdings lassen sich diese nicht ohne weiteres
identifizieren, da sie im vorliegenden Fall eine deutlich kleinere Amplitude aufweisen und
somit gegeniiber den Schallwellen untergehen. Tollmien-Schlichting-Wellen sind zweidi-
mensionale Instabilitdtswellen, die sich mit Unterschallgeschwindigkeit ausbreiten. Dies
bedeutet, dafl nach Abschalten der Storanregung die Schallwellen zuerst nach rechts aus
dem Integrationsgebiet laufen und die Unterschall-Stérungen fiir eine gewisse Zeitspan-
ne, wenn die Schallwellen aus dem Integrationsgebiet ausgetreten sind, erkennbar werden.
Zur weiteren Untersuchung bietet sich die 14. Periode nach dem Abschalten der Stérung
an, da dann einerseits die Schallwellen den rechten Rand passiert haben, andererseits die
Unterschallstorungen noch einen geniigend grofien Bereich der Lauflinge einnehmen. Das
Stromungsbild ist anhand der Dichtestérung in Abbildung 4.11 dargestellt. Fiir die weite-
ren Betrachtungen wird als Wandabstand ein Wert von y = 0.1 gewé&hlt, dies entspricht
etwas mehr als der Hilfte der Grenzschichtdicke d5, am StoBauftreffpunkt.

4.1.2.1 Charakteristiken

Zuerst sollen die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Stérwellen untersucht werden. Diese
werden hierbei wie bereits in Abschnitt 4.1.1.2 anhand eines x — t—Diagrammes grafisch
ermittelt. Abbildung 4.10 zeigt den zeitlichen Verlauf der Dichtestérungen innerhalb der
Grenzschicht (y = 0.1) bei einem konstanten Wandabstand wihrend der 14. Periode nach
dem Abschalten der Stoéranregung.
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Abbildung 4.10: x-t Diagramm im Wandabstand von y = 0.1 wihrend der 14. Periode
nach dem Abschalten der Stéranregung
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Abbildung 4.11: Momentanbilder der Dichtestérung wahrend der 14. Periode nach dem
Abschalten der Stéranregung
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Im Rahmen der Ablesegenauigkeit ist eine Ausbreitungsgeschwindigkeit F erkennbar,
die einen Wert von ungefihr 110 * aufweist. Die rdumlich und zeitlich gemittelte Schall-
geschwindigkeit betrégt ca. 300 ¢, d.h. die Stérungen breiten sich mit niherungsweise
% der Schallgeschwindigkeit, also Unterschall aus. Damit ist eine notwendige Bedingung
erfiillt, daf} es sich um Tollmien-Schlichting-Wellen handeln kénnte.

4.1.2.2 Fourieranalyse

Abbildung 4.12 zeigt beispielhaft die momentane Dichtestérung innerhalb der Grenzschicht
wahrend der 14. Periode nach dem Abschalten. Deutlich erkennbar ist, daf die Stérungen
in erster Néherung einen mit der Frequenz der Stéranregung periodischen Verlauf aufwei-
sen, insbesondere im Bereich der groffen Amplituden. Somit ist fiir eine weitere Analyse
eine Fouriertransformation iiber eine volle Stérperiode von i—’g sinnvoll, wie bereits bei den
Abbildungen 4.5 bis 4.7.
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Abbildung 4.12: Dichtestérungen im Wandabstand y = 0.1 wahrend der 14. Periode nach
Abschalten der Stéranregung

Abbildung 4.13 zeigt die Amplituden der ersten und zweiten harmonischen Frequenz.
Im groflen und ganzen dominieren die Stérungen mit der Grundfrequenz, allerdings zeigt
sich in einem Bereich 1600 < R, < 1650, insbesondere bei Temperatur, Dichte und Druck,
daf} die erste Hoherharmonische eine ebenso grofie Bedeutung hat. Weitere hoherharmo-
nische Anteile sind von verschwindender Gréfenordnung und sind deshalb der Ubersicht
halber nicht dargestellt. Deutlich erkennbar sind vor allem bei der Grundfrequenz Schwe-
bungskonten bei allen Stromungsgrofien, aber auch die Amplituden der zweiten harmoni-
schen Frequenz weisen in manchen Bereichen Knoten auf. Deren Abstédnde weisen deutliche
Unterschiede auf. Insbesondere fllt der Amplitudenverlauf der Dichte auf, hier sind die
kiirzeren Abstédnde der Schwebungsknoten, wie man sie in den anderen Strémungsgrofien
sieht, kaum mehr erkennbar.
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Abbildung 4.13: Amplitudenverteilung der ersten und zweiten harmonischen Frequenzen

im Wandabstand y = 0.1
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Bei der Amplitude der zweiten harmonischen Frequenz sind nur in einem Bereich bis
R, =~ 1580 Schwebungsknoten identifizierbar, weiter links (R, = 1500) sind sémtliche
Storungen bereits aus dem Integrationsgebiet herausgelaufen. Die Knotenabsténde unter-
scheiden sich im Vergleich der einzelnen Stromungsgréfien nicht deutlich, sind im Vergleich
zur ersten Harmonischen allerdings deutlich kleiner. Weiter rechts, dort wo die erste hoher-
harmonische Frequenz die selbe Grofienordnung wie die erste aufweist, scheint eine weitere
Aufschliisselung kaum moglich, da sich das Signal aus einer ganze Bandbreite iiberlagerter
Wellen verschiedener Frequenzen und Wellenldngen zusammensetzt. Eine mégliche Er-
klarung hierfiir ist das Abschalten der Stéranregung. Diese erfolgt zwar zum Ende einer
vollen Periode, d.h. der zeitliche Verlauf des Stofiwinkels ist stetig, allerdings ergibt sich
durch das plotzliche Abschalten ein Knick, wie in Abbildung 4.14 zu sehen ist. An dieser
Stelle ist der zeitliche Verlauf des Stofiwinkels nicht differenzierbar. Solche Unstetigkeiten
in der Ableitung regen in der Regel eine Vielzahl unterschiedlichster Frequenzen an.

14,5 1

o (t)

14 4

13,5
-1 -0,5 0 0,5 1

t [2I1/w]

Abbildung 4.14: Zeitlicher Verlauf des Stolwinkels beim Abschalten der Stéranregung zum
Zeitpunkt t=0

Um Wellenzahlen zu identifizieren, wird nun im Gegensatz zur bisherigen zeitlichen
Fouriertransformation eine rdumliche Fouriertransformation iiber der z—Koordinate durch-
gefiihrt, indem als Intervall nicht das einer zeitlichen Periode, sondern die Lénge zwischen
zwei Schwebungsknoten verwendet wird. Dies liefert die Amplituden in Abhéngigkeit der
Wellenzahl, anstatt der Frequenz, wodurch eine Aussage iiber die angeregten Wellenzah-
len moglich ist. Die Fouriertransformation wird mit einem sogenannten Hanningfenster
durchgefiihrt, wodurch die Rénder des Intervalls gegldttet werden. Dies geschieht durch
eine Gewichtung der Ausgangsdaten mittels eines trigonometrischen Ansatzes (sieche Nu-
merical Recipies [17]).

Beispielhaft soll hier nun die rdumliche Fouriertransformation der Dichtestérungen be-
trachtet werden, wie sie in Abbildung 4.15 fiir drei verschiedene Zeitpunkte dargestellt ist.
Zugrunde liegt das Intervall 1529 < R, < 1701, das entsprechend den Schwebungsknoten
gewdhlt wurde. Die Wellenzahl k,,.;; berechnet sich aus dem Abstand der Schwebungskno-
ten lgx und der Ordnungsnummer iy, aus der Fourieranalyse gemif3:

2T

kwell = ifou : lSiK (43)
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Da sich die Wellenzahlen nur durch ganzzahlige Vielfache des betrachteten Intervalls
ergeben, ist die Auflésung natiirlich beschrinkt. Neben den hohen Amplituden bei der
ersten Wellenzahl, die sich ja aufgrund des Abstandes der Schwebungsknoten ergeben,
zeigen sich zwei deutliche Ausschlige. Die erste Amplitudenspitze bei einer Wellenzahl von
ca. 9 variiert mit der Zeit, der Ausschlag zur vollen Periode ist ungefihr konstant, zwischen
den beiden gezeigten Perioden reduziert sich dieser Wert. Der zweite Peak liegt bei einer
Wellenzahl von ungefihr 11.5 und ist relativ unabhéngig von der Zeit. Die rdumliche
Fourieranalyse aller Stromungsgréfien sind in Anhang B zu finden.

0.0025

0.002 [
Periode nach Abschalten
0.0015

0.001

0.0005

Abbildung 4.15: Réumliche Fouriertransformation der Dichtestérungen mit Hanningfen-
ster im Wandabstand y = 0.1

4.1.2.3 Vergleich mit der linearen Stabilitétstheorie

Um die Wellenzahlen zu interpretieren, ist es sinnvoll, die iiber dem z—Intervall gemit-
telten Ergebnissen der Stabilitéitstheorie zu betrachten. Die lineare Stabilitdtstheorie, sie-
he Mack [13], liefert als angefachte Wellenzahl einen gemittelten Wert von ca. 11.3, als
geddmpfte Wellenzahl einen gemittelten Wert von ca. 9. Das heifit, das die Wellenzahlen
der Dichtestorungen in der DNS recht genau der linearen Stabilitétstheorie entsprechen.

Die Storungen, des Druckes (Abbildung B.3) und der beiden Geschwindigkeitskompo-
nenten (Abbildungen B.4 und B.5) weisen auch Amplitudenspitzen bei der angefachten
Wellenzahl auf. Die geddmpfte Wellenzahl tritt beim Druck im Gegensatz zur Dichte bei
der halben Periode auf, d.h. die geddmpfte Wellenzahl verlduft gegenphasig zu derjeni-
gen der Dichte. Bei der Temperatur (Abbildung B.1) sieht man nur eine leichte Ampli-
tudenspitze im Bereich der gedampften Wellenzahl. Die Geschwindigkeitskomponente in
y—Richtung zeigt eine zusétzlich angeregte Wellenzahl von ca. 4.5, was der doppelten
Wellenldnge der geddmpften Wellenzahl entspricht.
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Die recht gute Ubereinstimmung der Ergebnisse aus Abschnitt 4.1.2.2 mit denen der
Stabilitdtstheorie legt es nahe, die Ergebnisse der numerischen Simulation weitgehender
mit der linearen Theorie zu vergleichen. Hierzu vergleichen wir die Amplitudenverteilungen
mit den Eigenfunktionen aus der linearen Stabilitdtstheorie. Da das hierfiir verwendete
Computerprogramm an einzelnen diskreten Punkten in Laufrichtung die Amplituden und
Phasen berechnet, erfolgt der Vergleich mit den Daten der numerischen Simulation an den
Stellen R, = 1550, 1575 und 1600.

Da bei der linearen Theorie die Amplitude der Stérungsanregung keinen Einfluf} auf
den qualitativen Verlauf hat und somit nur die relativen Unterschiede in den Ampli-
tuden der einzelnen Stromungsgréfien von Bedeutung sind, werden die Amplituden der
Stromungsgrofien so skaliert, dal die maximale Amplitude der Geschwindigkeitskompo-
nente in x—Richtung tibereinstimmt. Aufgrund eines Unterschieds in der Normierung der
Druckamplitude wird deren Maximum auf das jeweilige Druckmaximum normiert. Die
y—Koordinate wird mit der Wurzel der Reynoldszahl R, gemifl Gleichung (3.31) nor-
miert, so dal die Grenzschichtdicke dgg der Stromung ohne Stof} iiber der Lauflinge x
einen konstanten n—Wert aufweist.

Abbildung 4.16 zeigt vergleichend den Amplitudenverlauf der ersten harmonischen Fre-
quenz an der Stelle R, = 1575. Der Verlauf der Ergebnisse aus der numerischen Simulation
wird durch die lineare Stabilitéitstheorie qualitativ recht gut wiedergegeben. So stimmen
die Positionen der Extremwerte und Nulldurchgénge in erster Naherung iiberein. Die ma-
ximalen Amplituden der Geschwindigkeitskomponenten sind wandnah, die des Druckes
direkt an der Wand. Bei Temperatur und Dichte liegen die Maxima mit n ~ 10 etwas wei-
ter von der Wand entfernt, wobei die Temperatur in Wandnédhe einen weiteren Amplitu-
denausschlag zeigt. Es fillt auf, daf eine besonders gute Ubereinstimmung im wandnahen
Bereich vorhanden ist. Die gréfiten Unterschiede treten weiter aufien auf, wobei mit Aus-
nahme der Dichte bei allen anderen Stromungsgrofien die Ergebnisse der linearen Theorie
zu hoch ausfallen.

In Abbildung 4.17 sind die Phasenverldufe der einzelnen Strémungsgréfien an der Stelle
R, = 1575 dargestellt. Bei den Geschwindigkeitskomponenten kann man erkennen, daf} die
Phasenspriinge bei linearer Theorie und numerischer Simulation an derselben Stelle liegen
und dafl nach dem Phasensprung die Differenz im Bogenmaf recht genau 27 betréigt. We-
gen der Periodizitdt ist eine Verschiebung der Phase um 27 mdoglich. Der unterschiedlich
herum verlaufende Phasenwechsel ist auf die Numerik des Losers der linearen Stabilitéts-
theorie zuriickzufithren. Die Phasenverliufe von Temperatur und Dichte unterscheiden
sich zwar deutlich, allerdings ist eine Korrelation deutlich erkennbar. Bei der Phase der
Druckstorung sind sich beide Kurven nur im wandnahen Bereich &hnlich, das Extremum
bei n = 12.5 findet sich in der linearen Stabilitdtstheorie nicht.

Weitere Diagramme der Amplituden und Phasenverldufe an den Stellen R, = 1550
und R, = 1600 sind in Anhang C zu finden. Dort zeigt sich bei Amplitude und Phase
an der Stelle R, = 1600 eine deutlich gréflere Diskrepanz. Dies ist auch zu erwarten, da
dieses Gebiet bereits in Abschnitt 4.1.2.2 als der Bereich identifiziert wurde, in dem nicht
nur die erste harmonische Frequenz dominiert. An der Stelle R, = 1550 fillt vor allem bei
der Dichte der Phasenunterschied von ungefihr 7 zwischen der linearen Theorie und der
Simulation auf. Auch weichen die meisten Amplituden- und Phasenverlidufe stéirker von
den Werten der Simulation ab, als dies an der Stelle R, = 1575 der Fall ist.
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4.2 Gittertransformation

Das bisherige Verfahren erméglicht aufgrund des dquidistanten Gitters nur die Strémungs-
berechnung iiber einer ebenen Platte. Mit der Erweiterung des Programms auf beliebige
Gittergeometrie werden nun Rechnungen mit komplexeren Geometrien wie z.B. einer Kom-
pressionsrampe (Abschnitt 4.2.5) moglich. Die Erweiterung des numerischen Verfahrens
basiert auf der in Anderson [3] vorgestellten Vorgehensweise.

4.2.1 Transformierte Gleichungen

Die Berechnung mittels finiter Differenzen erfolgt stets an diskreten Punkten. Wenn je-
doch Stromungen iiber beliebige Geometrien berechnet werden sollen, ist dies mit einem
dquidistanten Gitter (sieche Abbildung 3.1) nicht mehr moglich. Aus diesem Grund wird
das physikalische x — y—Gitter in ein dquidistantes £ — n—Rechengitter transformiert:

= y(&n) (4.5)

Dies ist beispielhaft anhand des Gitters um ein Tragflichenprofil in Abbildung 4.1& dar-
gestellt. Die Ableitungen nach z— und y miissen ebenfalls in Ableitungen nach £ und 7
transformiert werden. Mit der Determinante der Jacobi-Matrix

Jdr 0Oy Oy Ox
J=|o o % 9 _ 0y o 4.6
G| o on o oy (46)

lauten geméfl Anderson [3] die ersten Ableitungen:

5 = al(ae) o)~ () (5¢)] 4
w = o 1(an) ()~ (o) (53] 4

Daraus folgt, daf die Erhaltungsgleichungen (2.8) ebenfalls transformiert werden miissen.
Aus den Fluivektoren in Gl. (2.9) und (2.10) ergeben die transformierten FluBvektoren:

oy Oz
F = F— —_— 4.
T an + Gan (4.9)
dy oz
- _F el 4.1
Gr o€ + G8€ (4.10)

und mit dem transformierten Vektor der konservativen Variablen

Qr=J-Q (4.11)

lauten die transformierten Erhaltungsgleichungen im Rechenraum in vektorieller Schreib-
weise:

0Qr O0Fr 0Gr
ot o0& on
Die Diskretisierung in {— und n—Richtung sowie die Zeitintegration entsprechen der

Vorgehensweise, wie sie in den Abschnitten 3.1, 3.2 und 3.3 beschrieben ist, wobei natiirlich
Az und Ay durch A€ bzw. An ersetzt werden.

=0 (4.12)
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Abbildung 4.18: Physikalisches Gitter und Rechengitter (Anderson [3])

4.2.2 Randbedingungen
4.2.2.1 Oberer Rand

Fiir den oberen Rand wurde eine im Vergleich zu der bisherigen Vorgehensweise (Abschnitt
3.6.1) einfachere Randbedingung implementiert. Es wird dabei davon ausgegangen, daf
sich die Stromungsgrofien hinreichend weit entfernt von der Wand in n—Richtung nur sehr
gering dndern:

0 1
8—? = m(w_g —4¢ar—1+36m) =0 (4.13)
Dies ergibt schlief3lich:
1
VS §(4¢M—1 — ¢M-2) (4.14)

4.2.2.2 Einstrom- und Ausstromrand

Am Einstromrand werden, wie bereits in Abschnitt 3.6.2 beschrieben, die Stromungsgréfien
durch quadratische Interpolation von der Ahnlichkeitskoordinate n auf den Wandabstand

39



y an diskreten Stellen berechnet. Da nur iiber y interpoliert wird, ist bei der Gitterge-
nerierung jedoch darauf zu achten, dal der Einstromrand senkrecht auf der Wand steht.
Ware dies nicht der Fall, entspriache auch die vorgegebene Grenzschichtlosung im Fall des
gestreckten Gitters nicht mehr physikalisch sinnvollen Vorgaben.

Am Ausstromrand werden analog zu Abschnitt 3.6.2 die zweiten Ableitungen in
¢—Richtung vernachléssigt.

4.2.2.3 Wand

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten gilt wie bisher die Haftbedingung aus Gleichung
(3.32). Auch die Wandtemperatur wird wie bisher vorgegeben. Die bisherige Art der Wand-
druckberechnung (siehe Abschnitt 3.6.3) ist zwar auch bei einem transformierten Gitter
anwendbar, allerdings nur unter der Voraussetzung, dafl an der Wand und der Differenz
aus Gleichung (3.15) entsprechend viele Punkte davon entfernt, die Richtungen & = const.
und 71 = const. senkrecht aufeinander stehen.

Um die Berechnung des Wanddruckes mdoglichst allgemein zu halten, wurde die bishe-
rige Vorgehensweise modifiziert. Es wird immer noch die v—Impulsgleichung zu Grunde
gelegt. Setzt man die dritten Komponenten der FluBivektoren aus den Gleichungen (2.9)
und (2.10) sowie des Vektors der Konservativen Variablen (2.6) in die transformierte Er-
haltungsgleichung (4.12) ein, so sieht man, dal nun nicht nur Ableitungen des Druckes in
n—Richtung sondern auch Ableitungen des Druckes in {—Richtung auftreten:

0 0 | 0y Ox 9
J.at{pv} + 35{877 (puv 7'5,;y)—i-a77 (pv +p Tyy)}
0 oy Ox 9 B
+ 377{ o (puv — Tpy) + % (pv +p Tyy) } =0 (4.15)

Die Ableitung in n—Richtung wird analog zu Gleichung (3.15) gebildet. In {—Richtung
erfolgt die Diskretisierung durch eine zentrale Differenz zweiter Ordnung:

apn _ DPn4+1 — Pn-1

5 = 2 hc (4.16)

Da am linken Rand der Druck durch den Einstromrand vorgegeben wird, ist als einziger
Sonderfall der rechte Rand gesondert zu betrachten. Hier kommt eine riickwértsgerichtete
Differenz zum Einsatz:
OpN PN —PN-1
o A¢
Die daraus resultierende Gleichung beinhaltet an unbekannten Groflen die Werte des
Wanddruckes an der betrachteten Stelle, einen Punkt davor und mit Ausnahme des rech-
ten Randes einen Punkt danach. Somit hat die resultierende Gleichung die Form a-p,_1 +
b-pn+ ¢ ppy1 = d, wodurch sich ein tridiagonales Gleichungssystem ergibt, fiir dessen
Losung eine bereits vorhandene Routine (siehe Abschnitt 3.1) verwendet wird.
Aus der Temperatur und dem so berechneten Druck wird die Wanddichte aus der
Gasgleichung (3.36) berechnet.

(4.17)

4.2.3 Gittergenerierung

Die Erzeugung des physikalischen Gitters ist die Definition der Gleichungen (4.4) und
(4.5) und stellt somit ein von der Lésung der Stromungsgleichungen separates Problem dar.
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Wiinschenswert sind stets, soweit moglich analytische Funktionen fiir die Gleichungen (4.4)
und (4.5), da dann die Elemente der Jacobi-Determinante (4.6) analytisch und nicht durch
Differenzenquotienten bestimmt werden miissen, welche die die Genauigkeit reduzieren.
Im Rahmen dieser Arbeit kommen unterschiedliche Gitter zur Anwendung. Die in den
Abschnitten 4.2.3.1 und 4.2.3.2 beschriebenen Gitter dienen der Validierung des Verfah-
rens, da die resultierenden Gitter ebenfalls das Gebiet iiber einer ebenen Platte beschrei-
ben. In Abschnitt 4.2.3.3 wird die Generierung einer Kompressionsrampe beschrieben.

4.2.3.1 Holst-Transformation

Die Holst-Transformation (sieche Anderson [3]), erzeugt eine Stauchung der Gitterpunkte
in z—Richtung am Punkt &, und ist folgendermaflen definiert:

v =2+ Dfsin (€~ a0) - 5] + A) (4.18)
mit:
A = sinh (8,x0) (4.19)

1 fe 1
L In - (e ) o
20, 1+ (e —1)&

o (4.20)
wobei 3, den Grad der Stauchung und z’ den Beginn des Integrationsgebietes beschreibt.
In y—Richtung wird ein dquidistantes Gitter verwendet. Ein solches Gitter ist beispielhaft
in Abbildung 4.1Y dargestellt. Um Probleme mit dem Definitionsbereich des Logarith-

Abbildung 4.19: Holst-Transformation mit 3, =6, {g =04 und 0 < £ <1

mus in Gleichung (4.20) zu vermeiden, kann es sinnvoll sein, das Rechengitter auf das
Intervall 0 < ¢ < 1 zu normieren und die Lénge des physikalischen Gitters durch eine
Langenskalierung zu erzeugen, was allerdings bisher noch nicht durchgefiihrt wurde.
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4.2.3.2 Logarithmisch gestrecktes Gitter

Wie bei Anderson [3] beschrieben, wird hier das Gitter in y—Richtung logarithmisch mit-
tels folgender Gleichung gestreckt:

y = eBrm _ 1 (4.21)

wéhrend in x—Richtung keine Streckung vorhanden ist.

Daraus resultiert die grofiere Gitterpunktdichte an der Wand (y = 0), die Gitterschritt-
weite ist am oberen Rand am grofiten. Da in Gleichung (4.21) das Maf} der Streckung
allein durch den numerischen Wert des n—Intervalls im Rechengitter bestimmt ist, kann
es sinnvoll sein, n— auf das Intervall [0; 1] zu normieren und eine Streckungskonstante ¢
einzufiithren:

y = ecBrm _q (4.22)
1
M—1

mit m=0,1,.., M.

Abbildung 4.20: In y—Richtung Logarithmisch gestrecktes Gitter mit c=1und 0 <7 <1

4.2.3.3 Kompressionsrampe

Um eine Rampe mittels einer analytischen Funktion zu modellieren, ist es notwendig eine
Funktion zu finden, deren x—Ableitung einen Sprung aufweist. Adams [?] gelang dies
durch eine Kombination von Logarithmus und Kosinus-Hyperbolicus. Darauf aufbauend
wurde folgender Ansatz fiir das Gitter gewéhlt. Der Verlauf von y iiber x lautet:

y=a. (33 N In [cosh (¢ (z — z))] In[cosh (c- :UC)]) + (4.24)

C C

Die Anfangshohe am linken Rand betrégt y1, ¢ ist ein Maf fiir den Eckradius (je grofier ¢
ist, desto kleiner ist der Eckradius), z. ist die x—Koordinate der Ecke und a ist ein Maf§
fiir die Steigung der Rampe.
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Bei einem Vorgegebenen Rampenwinkel ¢ berechnet sich a durch die Bestimmung der
Steigung anhand von:
Y(z=L) — Y(@a=xz.) Y(z=L)

tan (¢) = [ b (4.25)

wobei L die Liange des Rechengebietes in z—Richtung angibt. Dies ergibt:

tan (¢) ¢[L — x.]

T L - In{cosh [¢ (L — z.)]} + In{cosh [c - =]}

(4.26)

Hier bietet es sich wiederum an, die Koordinaten £ und 7 des Rechenraumes auf das Inter-
vall [0; 1] zu normieren. In z—Richtung wurde zunéchst eine dquidistante Diskretisierung
gewihlt:

r=a2'+L ¢ (4.27)

Die Gleichungen (4.24) und (4.27) werden nun mit entsprechend zu wihlenden Werten
jeweils fiir den oberen (ro,Yso) und den unteren Rand (z.,yw) gebildet. So ist es ohne
weiteres moglich fiir die beiden Rénder unterschiedliche Langen, Rampenwinkel oder insbe-
sondere Eckradien zu wihlen. Letzteres ist insofern von Bedeutung, als dafl es wiinschens-
wert ist, einen moglichst gut ausgerundeten oberen Rand zu erhalten, um Reflexionen,
die wieder auf die Wand treffen, zu vermindern. Andererseits soll an der Wand die Ecke
moglichst wenig ausgerundet sein, d.h. ein grofes ¢ ist hier angebracht. Am unteren Rand
gilt natiirlich y; = 0, so dafl der y; —Wert des oberen Randes die Hohe 3" des Integrati-
onsgebietes am linken Rand angibt.

Nach der Definition der x— und y—Werte am oberen und unteren Rand wird nun das
Gitter im Feld berechnet. Dies geschieht durch eine Interpolation zwischen Koordinaten
des oberen und unteren Randes:

Tem = (1 - 7”(77)) “Tay(g) T () * Tool€) (4.28)
Yem) = (1 - %)) “Yw(€) T T(n) " Yoole) (4.29)
Die Interpolation in y—Richtung erfolgt durch einen exponentiellen Ansatz:

e(d'n) —1

T(n) = R (4.30)

wodurch sich an der Wand eine groflere Gitterpunktdichte ergibt. Die Grofie d gibt dabei
das Maf3 der Stauchung in y—Richtung an. In Abbildung 4.21 ist beispielhaft ein solches
Gitter dargestellt.
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Abbildung 4.21: Beispiel fiir ein Gitter iiber einer Kompressionsrampe

4.2.4 Validierungsrechnungen

Um die korrekte Implementierung des modifizierten Verfahrens zu iiberpriifen, wurden Si-
mulationen einer ebenen Plattengrenzschicht sowohl mit gestrecktem Gitter als auch mit
der urspriinglichen Programmversion durchgefiihrt und miteinander verglichen. Da die
hierbei verwendeten Gitterstreckungen (Abschnitt 4.2.3.1 und 4.2.3.2) ebenfalls ein Inte-
grationsgebiet iiber einer ebenen Platte beschreiben, sollten bei einer korrekten Implemen-
tierung die gleichen Ergebnisse erzielt werden. Zusétzlich werden auch die Schrittweiten
variiert.

4.2.4.1 Gitterstreckung in x-Richtung

Hier werden die Rechenergebnisse unter Verwendung der Holst-Transformation (Abschnitt
4.2.3.1) mit denen der urspriinglichen Programmversion verglichen. In Abbildung 4.22
sieht man deutlich die geforderte Ubereinstimmung, die Werte des ungestreckten und
gestreckten Gitters liegen exakt aufeinander. Selbst bei der &uferst sensitiven GroBe cy ist
keine Abweichung erkennbar.

4.2.4.2 Gitterstreckung in y-Richtung

Als gestrecktes Gitter wird nun das logarithmisch gestreckte Gitter (Abschnitt 4.2.3.2)
dem Rechenergebnis des urspriinglichen Programms gegeniibergestellt (sieche Abbildung
4.23). Innerhalb des Feldes ergibt sich eine gute Ubereinstimmung, sowohl bei den Profi-
len der StromungsgroBen, als auch beim Verlauf des Schubspannungsbeiwertes. Probleme
sind allerdings am rechten Rand vorhanden. Dies zeigt sich zum einen am Verlauf der
Schubspannung - am rechten Rand nimmt die Schubspannung stark ab - jedoch beson-
ders deutlich ist der Fehler anhand der Druckprofile erkennbar. Direkt am rechten Rand
(z = 13.5292) weicht der Druck vor allem an der Wand erheblich von den Werten der Rech-
nung mit dquidistantem Gitter ab. Allerdings zeigte sich in weiteren Rechnungen, daf} sich
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dieser Fehler nicht stromauf ausbreitet, so dafl dieser Fehler durch ein Abschneiden in
x—Richtung ausgeglichen werden kann.

4.2.4.3 Zusammenfassende Bewertung

Die Validierungsrechnungen liefern eine hervorragende Ubereinstimmung, vor allem bei ei-
ner alleinigen Streckung in z—Richtung sind keinerlei Abweichungen erkennbar. Besonders
bemerkenswert ist die hervorragende Ubereinstimmung der sehr empfindlich reagierenden
Werte der Wandschubspannung.

Anhand der Gitterstreckung in y—Richtung sieht man die noch vorhandenen Schwie-
rigkeiten. Insbesondere die Differenzen am rechten Rand bereiten Probleme, die unter
bestimmten Bedingungen sogar zum Absturz des Verfahrens fithren kénnen, weshalb eine
genauere Untersuchung der Implementierung ratsam ist. Ein weiteres beobachtetes Phéno-
men ist, dafl das Vorschreiben der Blasius Grundstréomung nicht nur am linken Rand, son-
dern einige Gitterpunkte weiter, eine deutliche bessere Ubereinstimmung der Genauigkeit
bei der Wandschubspannung bewirkte. Aus diesem Grund wird die Grundstromung der
Grenzschichttheorie auch noch zwei Punkte rechts des linken Randes fest vorgeschrieben.
Auch diese Problematik sollte noch niher betrachtet werden. Da beides Effekte an den
Réndern des Integrationsgebietes sind, ist es moglich, daf§ das Problem durch die rdum-
liche Diskretisierung in Randnéhe verursacht wird, die ja aufgrund des Randes gesondert
vom Feld betrachtet werden mu$.

Angepafit werden sollte noch die Berechnung der CFL-Zahl, d.h. dafl in Gleichung 3.23
die Schrittweiten in Abhéngigkeit der Gitterposition berechnet werden.
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den Ergebnissen aus der Simulation mit untransformiertem Gitter
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4.2.5 Kompressionsrampe

Ziel der Gittertransformation ist die Berechnung von Strémungen iiber komplexeren Geo-
metrien, z.B. einer Kompressionsrampe. Insbesondere bei Uberschallstromungen, wie sie
hier untersucht werden, sind Kompressionsrampen héufig auftretende Geometrien, so z.B.
bei Triebwerkseinliufen von Uberschallfluggeriiten. Die Abbildungen 4.24 und 4.25 zeigen
die stationdre Stromung {iber Kompressionsrampen mit den Rampenwinkeln gegeniiber
der Anstromung von 8° und 10° bei einer Anstrommachzahl von 4.8 und einer An-
stromtemperatur von 55.4 K.

Anhand der Dichteverldufe ist deutlich erkennbar, wie sich der Verdichtungsstof3 auf-
baut. Am Knickpunkt entstehen Kompressionswellen, die auflerhalb des Integrationsge-
bietes zu einem Stofl zusammenlaufen. Aufgrund der Verdringungswirkung bildet sich ein
Druckanstieg aus, was die Grenzschicht aufdickt und zur Ablésung fithrt. Durch die dickere
Grenzschicht entstehen schwéchere Kompressionswellen bereits vor dem Knick. Im Bereich
der Wiederanlegezone ist die Grenzschicht diinner als vor dem Knick. Der gleiche Effekt
tritt auch bei der Sto-Grenzschicht-Interaktion der ebenen Platte auf, wie in Abbildung
1.2 zu sehen ist. Die Lénge der Abloseblase, erkennbar durch die negative Wandschub-
spannung, ist abhingig vom Rampenwinkel und damit von der resultierenden Stof3stérke.
Erkennbar ist, da3 die erneute Abnahme von c; innerhalb der Abloseblase bei beiden
Rampenwinkeln ungefdhr am Knick liegt, die Gréfie der ¢y —Abnahme ist allerdings stark
vom Rampenwinkel abhéingig.

Insbesondere bei einem Rampenwinkel von 10° zeigen sich die Schwéchen des oberen
Randes. An der Stelle z =~ 13 wird die erzeugte Kompression am oberen Rand reflektiert.
Dies spiegelt sich auch im cy—Verlauf an der Stelle x ~ 11.3 wieder, wo eine leichte Storung
erkennbar ist. Das Auftreffen der am oberen Rand reflektierten vorderen, leichteren Kom-
pressionswellen auf die Wand erzeugt diese Beule im ¢y—Verlauf. In abgeschwéichter Form
ist dies auch bei einem Rampenwinkel von 8° erkennbar.

Vergleicht man die Wandschubspannungsverlidufe der Kompressionsrampe (Abbildun-
gen 4.24 und 4.25) mit dem Wandschubspannungsverlauf der Stof-Grenzschicht-Interaktion
an der ebenen Platte (Abbildung 4.4), so sieht man deutlich Gemeinsamkeiten beider Simu-
lationen. Dieser Zusammenhang diirfte im Hinblick auf die Theorie der freien Interaktion,
wie sie bei Délery [fi] beschrieben ist, von Bedeutung sein.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Oszillierender StoBwinkel

Die Simulationen zeigen, daf} sich aus der Interaktion der Stérwellen und deren Refle-
xionen an der Wand auflerhalb der Grenzschicht ein charakteristisches Interferenzmuster
(Abbildung 4.1), hervorgerufen von den Stofwellen selbst und deren Reflexion an der
Wand, einstellt. Eine zusétzliche Rechnung mit einer Frequenz von wg = 3 zeigt dies
ebenfalls. Die Analyse der Amplituden ergibt, dafl deren qualitative Verldufe unabhingig
von der Amplitude der Stéranregung sind (siehe Abschnitt 4.1.1.1). Innerhalb der Grenz-
schicht konnen analog zu Krause [I1] drei Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Stérungen
identifiziert werden, aulerhalb der Grenzschicht breiten sich die Stérungen ungefdhr mit
Schallgeschwindigkeit aus (siche Abschnitt 4.1.1.2).

Die Analyse der Storwellen nach Abschalten der Stérung erméglicht die Detektierung
von Tollmien-Schlichting-Wellen (siehe Abschnitt 4.1.2), die sich mit ca. § Schallgeschwin-
digkeit ausbreiten. Die Tollmien-Schlichting-Wellen weisen recht genau dieselbe Frequenz
wie die Stéranregung auf. Aufgrund von Schwebungsknoten (Abbildung 4.13), die sich aus
der zeitlichen Fourieranalyse ergeben, kénnen mittels einer rdumlichen Fouriertransforma-
tion die Wellenzahlen ermittelt werden, die eine gute Ubereinstimmung mit der linearen
Stabilitétstheorie [13] aufweisen (siehe Abschnitt 4.1.2.3). Das Abschalten der Storung regt
zusitzliche Frequenzen an, wodurch ein weiteres Zerlegen des Signals kaum mehr méglich
erscheint.

Sinnvoll erscheint ein lingeres Rechengebiet nach dem Auftreffpunkt des Stofles. Da-
durch konnte unter Anderem geklart werden in wiefern groflerer Wellenldnge an den
Storungen beteiligt sind. Vielversprechend erscheint ein von Tumin [i19] entwickeltes Ver-
fahren, daf} die Zerlegung auch komplexer Signale verspricht. Noch zu untersuchen ist die
Abhéngigkeit der Storungen von der Storfrequenz. Des weiteren kénnte eine weitergehende
dreidimensionale Simulation Aufschlufl dariiber geben, inwiefern dreidimensionale Effekte
eine Rolle spielen.
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5.2 Gittertransformation

Das Verfahren konnte soweit modifiziert werden, daffl nun Stromungen {iber beliebige
Wandgeometrien berechnet werden kénnen. Die Validierungsrechnungen zeigen eine her-
vorragende Ubereinstimmung der Ergebnisse der gestreckten Gitter mit denen des Aqui-
distanten Gitters, was besonders bei der sehr sensitiven Groflie der Wandschubspannung
deutlich wird. Erste Untersuchungen einer stationdren Stromung iiber einer Kompressions-
rampe (Abschnitt 4.2.5) zeigen eine ausgeprigte Abloseblase und neben der Kompression
am Rampenknick eine schwichere Verdichtung am Beginn der Abléseblase, hervorgerufen
durch die dort aufgedickte Grenzschicht.

Probleme ergeben sich am rechten Rand bei einer Gitterstreckung normal zur Wand
(Abschnitt 4.2.4.2). Auch wenn sich der Fehler nicht weiter stromauf ausbreitet, sollte
dieses Problem behoben werden, da es unter bestimmten Umsténden auch zum Absturz
des Verfahrens fithren kann. Des weiteren ist zu untersuchen, warum ein festschreiben
der Blasius-Grundstromung nicht nur am linken Rand sondern auch einige Punkte davon
entfernt eine deutlich bessere Ubereinstimmung bei den Validierungsrechnungen liefert.

Sind diese Probleme behoben kénnen auch Rechnungen mit periodisch eingebrachten
Storungen durchgefiihrt werden. Zur Zeit wird das ergéinzende dreidimensionale Verfahren
um die Gittertransformation erweitert, so dafl auch dreidimensionale Stérrechnungen iiber
anderen Geometrien als der ebenen Platte durchgefiihrt werden kénnen.

52



Literaturverzeichnis

[1] Adams, N.A., ,Numerische Simulation von Transitionsmechanismen in kompressi-
blen Grenzschichten“, DLR-FB 93-29, DLR-Gottingen (1993)

[2] Adams, N.A. “Direct numerical simulation of turbulent compression ramp flow*,
Theoretical and Computational Fluid Dynamics (1998)

[3] Anderson, J.D., ,Computational Fluid Dynamics*, McGraw-Hill Companies (1995),
Seite 168-192

[4] Bestek, H., ,Numerische Untersuchungen zur nichtlinearen raumlichen Strémungsan-
fachung in der ebenen Poiseuille-Stromung*, Dissertation an der Universitdt Stuttgart
(1980), Seite 42-45

[5] EiBler, W., ,Numerische Untersuchungen zum laminar-turbulenten Strémungsum-
schlag in Uberschallgrenzschichten®, Dissertation, Universitat Stuttgart (1995)

[6] Délery, J., Marvin, J.G.,“Shock-Wave Boundary Layer Interactions*, AGARDo-
graph Vol. 280 (1986)

[7] Gottlieb, D., Turkel, E.,  Dissipative two-four methods for timedependent pro-
blems*, Math. Comp. 30 (1976), S. 703-723

[8] Harris, P.J., Fasel, H.F., ,Numerical investigation of unsteady plane wakes at su-
personic speeds“, ATAA paper 96-0686 (1996)

[9] Hirsch, C., ,Numerical computation of internal and external flows I“, John Wiley &
Sons (1988), S. 31

[10] Kloker, M., , Direkte numerische Simulation des laminar-turbulenten Stréomungsum-
schlages in einer stark verzogerten Grenzschicht®, Dissertation, Universitdt Stuttgart
(1993)

[11] Krause, O., ,Numerische Simulation der Stof-Grenzschicht-Wechselwirkung eines
instationdren Stofles bei Ma=2.0 an der ebenen Platte“, Diplomarbeit, Universitét
Stuttgart (2001)

[12] Lele, S.K.,“Compact Finite Difference Schemes with Spectral-like Resolution®,
Journ. Comp. Oh. 103 (1992), S.16-42

[13] Mack, L.M., ,Boundary Layer Stability Theory*, Jet Propulsion Laboratory, Pasa-
dena (1969)

[14] Pagella, A., ,Numerische Simulation der Sto-Grenzschicht-Wechselwirkung an der
ebenen Platte“, Diplomarbeit, Universitit Stuttgart (1999)

53



[15] Pagella, A., Rist, U., Wagner, S., ,Numerical Investigations of Small-Amplitude
Disturbances in a Laminar Boundary Layer with Impinging Shock Waves®, New Results
in Numerical and Experimental Fluid Mechanics 111, Springer (2001)

[16] Prandtl, L., Oswatitsch, K., Wieghardt, K., ,Fiihrer durch die Stréomungsleh-
re“, 9.Auflage, Vieweg-Verlag (1992), S. 357

[17] Press, W., Teukolsky, S., Vetterling, W., Flannery, B., ,Numerical Recipies
in Fortran 77%, Cambridge University Press (1993), Seite 547 http://www.nr.com

[18] Schlichting, H., Gersten, K., , Grenzschicht-Theorie*, 9.Auflage, Springer-Verlag
(1997), Seiten 31, 264-288, 423-435

[19] Tumin, A., ,Multimode Decomposition in compressible Boundary Layers“, Exten-
ded Abstact, University of Arizona, Tucson (2002)

[20] Wagner, S., . Skript zur Pflichtvorlesung Stromungslehre im Studiengang der Luft-
und Raumfahrttechnik“, Universitidt Stuttgart, 4. Auflage (1996), Seite 336-338

[21] Weinstein, L., ,,Schlieren photograph of T-38 shock waves®, Photo Collection, NASA
Dryden Flight Research Center, Photo Nr. EC94-42528-1 (1993),
http://www.dirc.nasa.gov/gallery/photo/Schlieren/HTML/EC94-42528-1.html

o4


http://www.nr.com
http://www.dfrc.nasa.gov/gallery/photo/Schlieren/HTML/EC94-42528-1.html

Anhang A

Maximale Amplituden der
Storrechnung

Hier sind die maximalen Amplituden der ersten vier harmonischen Frequenzen aller Stromungs-
groflen fiir Amplituden von 0, 25° und 0, 5°. Dieser Teil des Anhangs dient als Ergénzung
zu Abschnitt 4 1.1 1,

A.1 Kleine Amplitude von 0,25 Grad
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Abbildung A.1: Maximale Amplituden der ersten Moden der Temperatur bei einer Stéram-
plitude von 0, 25°
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Abbildung A.2: Maximale Amplituden der ersten Moden der Dichte bei einer Stérampli-
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Abbildung A.3: Maximale Amplituden der ersten Moden des Druckes bei einer Stéram-
plitude von 0, 25°
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Abbildung A.4: Maximale Amplituden der ersten Moden der Geschwindigkeit
x—Richtung bei einer Stéramplitude von 0, 25°
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Abbildung A.5: Maximale Amplituden der ersten Moden der Geschwindigkeit
y—Richtung bei einer Stéramplitude von 0, 25°
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A.2 Grofle Amplitude von 0,5 Grad
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Abbildung A.6: Maximale Amplituden der ersten Moden der Temperatur bei einer Stéram-
plitude von 0, 5°
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Abbildung A.7: Maximale Amplituden der ersten Moden der Dichte bei einer Stérampli-
tude von 0, 5°
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Abbildung A.8: Maximale Amplituden der ersten Moden des Druckes bei einer Stéram-
plitude von 0, 5°
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Abbildung A.9: Maximale Amplituden der ersten Moden der Geschwindigkeit
x—Richtung bei einer Stéramplitude von 0, 5°
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Abbildung A.10: Maximale Amplituden der ersten Moden der Geschwindigkeit
y—Richtung bei einer Stéramplitude von 0, 5°
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Anhang B

Wellenzahlen der
Instabilitatswellen

Die folgenden Diagramme B.1 bis B.5 dienen als Ergidnzung zu Abschnitt 4.1.2.2. Die
rdumliche Fourieranlayse erfolgt in einem Intervall zwischen zwei Schwebungsknoten der
jeweiligen Stromungsgrofe (siehe Abbildung 4.13). Die Intervalle der einzelnen Storgrofen
in x—Richtung wurden festgelegt zu:

T: 1528 < R, <1719

p: 1529 < R, < 1701
p: 1567 < R, <1716
uw: 1620 < R, <1728
v: 1599 < R, <1726
0.025
-
0.02
0015 H Periode nach Abschalten
) R — = 14
i~ i — —— - 145
B iy 15
0.01
0.005 ;
| T PP
0 20 25

Abbildung B.1: Rédumliche Fouriertransformation der Temperatur
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Abbildung B.2: Rdumliche Fouriertransformation der Dichte
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Abbildung B.3: Rdumliche Fouriertransformation des Druckes
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Abbildung B.4: R&umliche Fouriertransformation der Geschwindigkeitskomponente in
x—Richtung
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Abbildung B.5: R&umliche Fouriertransformation der Geschwindigkeitskomponente in
y—Richtung
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Anhang C

Vergleich mit der linearen
Stabilitatstheorie
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Abbildung C.4: Phasenvergleich [rad] der DNS mit der kompressiblen, linearen Stabilitéts-
theorie an der Stelle R, = 1600
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